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Scopo di questo seminario è l'esposizione di un risultato di 
Hòrmander sulla propagazione di regolarità per soluzioni di equazioni a 
derivate parziali con coefficienti costanti e di alcuni possibili sviluppi. 
Il problema si inquadra in quello più generale: sia P(D) 


d È 6 A È n 4 
x ! polinomio differenziale su Re siano 


sacd Dia 
n J ; 
cercano condizioni affinché per un aperto 


1 
1 


A CX, si abbia: 


xo CX, CX aperti di R"; si 


ue D'(X), u€ CA)» P(D) u E C°(X,) > ue C'(A) 


1. Cominceremo col richiamare alcune definizioni. Se P è un 
operatore differenziale a coefficienti costanti, poniamo 
21/2 ni ata SN 
Bn) = (21P%Mm] ) !2 ed indichiamo con L(P) l'insieme dei polinomi 


€ + Q(E) tali che per una successione Fa risulta: 
P(E + n,) 
Pn) 


Vv 


+ E) 


Scrivendo i polinomi 


P(E + n,) 
E*- ©» E>Q(E) nella forma: 
P(n,) 
v 
P(E+n) (a) 
nd PE a. i dt 
Fn) ZL. al fig FEEL (o) £°, 
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ciò significa che per ogni a è: 


0% (0) = tn ——- 
v+ o P(n,) 


Gli elementi di L(P) vengono detti "localizzazioni di P all'in 


finito". Per ogni Q E L(P) si pone: 
MQ) = {ne R" : P(E + tn) = P(E) VE, vt}, 
A'(Q) = x ER": <x,n>=0 Yne AQ) 


A(Q) è il più grande spazio vettoriale lungo il quale Q(D) è costante e 
A'(Q) è il più piccolo sottospazio lungo il quale Q(D) opera. 

P è ipoellittico se e solo se tutte le sue localizzazioni so- 
no costanti, quindi per ognuna di esse è /'(0) = {0}. Se P è di tipo prin 
cipale con parte principale a coefficienti reali, l'insieme {A(Q), QEL(P)} 
è l'insieme delle linee bicaratteristiche di P per l'origine. Questo fatto 
ha suggerito una estensione della nozione di bicaratteristica. 

Si dicono spazi bicaratteristici per l'origine di un polinomio 


Pi sottospazi b di R" appartenenti a U A'(Q), chiusura secondo la metri- 


ca: QeL(P) 
d(v,w) = sup inf |x - yl è v,w sottospazi di e. 
XxEV y EW 
|x[=1 ]y|=1 


Si pone B_= U A'(0) . Se x ER", l'insieme B, degli "spazi 
QEL(P) 


bicaratteristici di P per x" è il traslato di Bo in x. 


Il risultato che intendiamo esporre in questa prima parte è 
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il seguente: 


1.1 Teorema (Hòrmander [2]). Sia P un operatore differenziale 
tale che ogni Q € L(P) sia un operatore del primo ordine. Supponiamo ino] 
tre u ED'(X) e P(D) UE C°(X), dove X è un sottoinsieme aperto di R". AI 
lora, se xesing supp u (*) esiste un b € B, tale che la componente di 
b N X contenente x è un sottoinsieme di sing supp u. 

Per la dimostrazione è più conveniente enunciare questo teo- 


rema nella seguente forma: 


i 1.2 Teorema. Sia P un operatore differenziale tale che ogni 
Q EL(P) sia del primo ordine. Supponiamo u € D'(X), P(D) uE C° (x) ed 
u € A)» dove LA C X sono sottoinsiemi aperti di R". Se x E X e la com- 
ponente di b m X contenente x interseca X per ogni b € Bi: allora u EC 
in un intorno di x. 

L'ipotesi che ogni Q € L(P) sia un operatore del primo ordi- 


ne equivale a: 


Pl0 n) 


3Tn) + 0 quando n+0 se |a] >1 


ed è, per esempio, soddisfatta da ogni prodotto di un operatore ipoellit- 
tico e di un operatore con caratteristiche semplici. 
La dimostrazione del Teorema 1.2 si fonda su due Proposizioni 


e su due Lemmi. 


1.3 Proposizione [1]. Esistono costanti positive C ed a tali 


che, se |n| è sufficientemente grande: 


__ 


(*) Si indica con sing supp u l'intersezione di tutti i chiusi, relativa- 
mente all'aperto X, al di fuori dei quali ue C°. 
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(a) 
ni Pt) _ go) 1? nl? 
QeL(P) a P(n) 


1.4 Proposizione [1]. Sia 0 < p < 1. Esiste una partizione del 
l'unità di R°: 


È, LE = 1 tale che: 
j=0 


i) 0 Vi € Si è 
ii) y;(€) = 1 se Je- g;l s cle;l” 
y;(€) = 0 se Je - &;l è cIE;I° 
dove {E;} c R" è una opportuna successione divergente e c, C sono 


UAN 


LAZ 


‘ opportune costanti positive. 
ser (Co) d -p|a| 
iii) sup|D vj < c,1E;| Va . 

1.5 Lemma [2]. Sia u € E'(R") di ordine u. Posto ù, = Vi Ù, 
dove ty;} è la partizione dell'unità della Proposizione precedente, al- 


lora: 
Bal sup|ju.| $ 3 FENG P 
(1.1) vplu;| s cle;| 


Inoltre, se Y è un sottoinsieme aperto di R", u E c°(Y) se e solo se per 


ogni compatto K c Y e per ogni intero N: 
n a 
(1.2) suplu,| < <v,x15; | 


1.6 Lemma [2]. Siano x c X sottoinsiemi aperti di R" con 
0 e X e sia P un polinomio differenziale tale che ogni Q € L(P) sia del 
primo ordine. Supponiamo che per ogni b € Bi la componente di b n X che 


contiene lo 0, contenga qualche punto di xo Allora si possono trovare in 
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siemi compatti K CX K EX e costanti C > 0 e 8 € ]0,1[ tali che per 


ogni v € C°(x), Q € L(P) ed h intero positivo, si ha: 


rto)] < c'Csuplv] + N, (09 (suplu] + N_(7))!"9 , 
K K 


N = DL sup pe) MI. 


la] <h+n+1 K 


Osservazione. Se x è tale che x + K€ o? x+kck%, la (1.3) 


applicata alla funzione v(x + x) fornisce la stima: 


|v(x)| £ ch sup Iv] + N, (v))® (sup lv] + N my, 
» h cn h 
x+K x+K 
o 
con 
N, (v) = E sup phe| 


la] Shtn+1 x+K 


al 10° oo)! * 


Pertanto se V è un intorno compatto e connesso dello 0 tale 
che K + Ve K + V siano contenuti in X ed X rispettivamente, allora si 
ha: 


(13) * sup|v(x)| < ch sup |v| + N, (v))° (sup |v| + N, (0) 1-5 3 
V K +V K+V 
o 
dove ora: 
N (v) = E SUp phela] jp° op)" v|. 


la] Sh+n+1 K+V 


Tralasciando la dimostrazione delle proposizioni e dei lem- 


mi precedenti diamo la: 
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Dimostrazione del Teorema 1.2. Osserviamo innanzitutto che X 
può essere sostituito da un sottoinsieme relativamente compatto sufficien 
temente grande. Possiamo quindi supporre u € E'(R"). Applicheremo il Lem- 


ma 1.5 alle distribuzioni u ed f = P(D) u. Poniamo quindi: 


Da P(D) u = f segue: 


" 
> 


(1.4) P(D) U; per ogni j . 


Posto: 
z i <x,Ej? i «144.532 /} 
v; (x) us (x) e ; g; (x) f; 0) e IPE,) 5 
da (1.4) si ha: 
P(D + E) 


(1.5) ——’ v.,=9.. 
#(E,) dd 


Per la Proposizione 1.3 per ogni j possiamo scegliere un 


Q; € L(P) tanto prossimo a 


P(D+E.) 
ccrcnilie che posto: 
PIE.) 
j 
P(D + E;) 
ble cn 
> P(E,) 


riesca: 
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ig 
(1.6) k, (0) s_cIE| 


con costanti C ed a -positive opportune. 


La (1.5) si può dunque scrivere: 
.(D) - R.(D , > 
(Q;( ) 5‘ )) VW #9 


e, applicando ad entrambi i membri l'operatore s Q, co)” La R; di”, 1 


(h intero positivo): v=] 


(1.7) a; (0) v; = R,(0)" - L a; 0) 0)! 


Possiamo supporre che il punto x nell'enunciato sia l'origi- 
ne. Allora le ipotesi del Lemma (1.6) sono soddisfatte. Esistono pertan- 
to due compatti K e K per i quali vale (1.3). Sia V un intorno compatto 
e connesso dell'origine tale che Ko + Ve K+V siano contenuti in X ed 
X rispettivamente. Potremo allora ni la stima (1.3)' con v =% e 


Q= d; Avremo così per ogni j: 
h 
(1.8) sup|v.| sC( sup |v.| + N, (v.))® ( sup lv; | + N hl; aaa 
vi Key © J K+V 


dove, tenuto conto di (1.7): 


(1.9) N,(v,) = a sup n'lal [p° R, (o) vl + 
|a] Sh+nt1 K+V 


+ bi È Sup ph la] jp° q, (0) R_ (0)! g.| . 
la] sh+n+1 v=1 K+V J J y 


Poiché u e )» per il Lemma 1.5, Usa e quindi anche vi» 
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[}*pl, su K + V, se u è l'or 


è 00181) per ogni N, su K_ + V, ed è 0(|E; 
dine di u. 

Per valutare N, (v;) osserviamo che, essendo f e C°(X), 
p° f; = (p° f); ; è 0( le; per ogni N su K + V. Ne segue che tale è pu- 
re fari derivata di 9; è A tuo la seconda sommatoria in (1.9) si maggiora 


con c per ton N. Quanto alla prima, si osservi che da 


tant” 
d(8) = (j ù) (E - E; ) e dalla ii) della Proposizione 1.4 segue che 9; 

Ki ara nella TA con centro l'origine e raggio cl, e, Quindi 

Vi è una funzione esponenziale di tipo cIe;I°. Poiché, ualire; % soddi- 

sfa (1.1), dalla diseguaglianza di Bernstein segue che, per ogni a, 


(0) +pn+0|0 
|D vil 13 [Ala pn+p|a] 


Quindi, tenuto conto della (1.6) la prima sommatoria di (1.9) si maggiora 
+ 2 pn+ h((m+1)p-a 

con cple;l” PIE.l& Unet)o A 

Se ora si sceglie p in modo che (m+1) p - a < - w tale somma 


-h a/2+ ho h 


i maggiora con c A =p + 2pn + p. 
si maggiora c n15;) ai. pn + p 


Concludendo la (1.9) dà con la scelta fatta per p: 


-h a/2 + hoyé u+pn, ii di 


supfg! < cp(15;| (16; | 


Ora per ogni fissato N si potrà scegliere h in modo da avere: 
-N 
sup|v.| < c..|E. 
upl ; nl; 
e ciò, in vista del Lemma 1.5, completa la dimostrazione del Teorema. 


2. In questa seconda parte presentiamo alcuni risultati di pro 


pagazione di regolarità Gevrey del tipo di quelli or ora esposti. 
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(0) 


Indichiamo con G° ‘(X), o > 1.l'usuale spazio di Gevrey di or 


dine o su X, con 0 69 (x) n 5 (X) e con gl lix), TASZITTO) i dua- 
li di 69m) e ACRI valina. 


E' possibile provare il seguente teorema, nel quale le ipote 


si sull'operatore P sono le stesse che nel teorema 1.2. 


2.1 Teorema. Sia P un operatore differenziale tale che ogni 
Q e L(P) sia del primo ordine siano X_ Cc X due sottoinsiemi aperti di R". 
Esiste un o_ > 1 tale che se o > oe RZZTCOR P(D) u e 69 (x) ed 
u € “hh allora u € glo 5) in un intorno di ogni punto x tale che per 
ogni punto b € B, la componente di b n X contenente x interseca Xo° 

La dimostrazione di questo teorema si fonda sulla Prop. 1.3, 
sul Lemma 1.6 e su una proposizione ed un lemma analoghi rispettivamente 
alla Prop. 1.4 ed al Lemma 1.5 ma relativi a funzioni appartenenti a spazi 


di Gevrey. 


2.2 Proposizione. Sia o > 1, - <p < 1. Esiste una partizio- 
ne dell'unità in R". Li = 1 tale che: 
. (p.0),_n 
ii) y;() = 1 se JE- E] scle;l? 
NOE se |E- E | cIE, Pa 


ia {E; PE R" è una ea i elio divergente e c, C sono co 


IA 


IV 


stanti atti 
suna +1 - 
iii) |p® vil £ clol lE; | ola] Ja]! dl aen". 


2.3 Lemma. Sia u € ASZATTOII o > 1. Posto d, = Vj ù, dove ty; } 
è la partizione dell'unità della Prop. 2.2, allora per ni b > 0 EA, 
una costante c(b) tale che: 

Vo 
(2.1) SUPT; | < c(b) eblE; | 
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Inoltre, se Y è un sottoinsieme aperto di R", u 6° (Y) se e solo se per 


ogni compatto K c Y esistono costanti a, e bL tali che: 


k 
s .j1/0 
(2.2) supfu.f za, e dia! 
ar i 
In tal caso: 
-by fe: 1/0 
(2.3) sup|D° u;| sa, clol ki e dx15;l 


K 


Cenno della dimostrazione del Teorema 2.1. Siano U;s fj Vo 
9; definite come nella dimostrazione del Teorema 1.2. Supponiamo, come è 
lecito, x = 0. Le ipotesi del Lemma 1.6 sono soddisfatte onde, scelto un 
intorno V dell'origine come nel Teorema 1.2, si avrà per suplv,| la sti- 
ma (1.8) con N hiY; ) maggiorato come în (1.9). 

Di, i Lemma 2.2, v. è Ole -bol&;1!/° ) su Ko * V, mentre è 
o(ebl8;1!/0 ) per ogni b À 0 su . +V. piegti ogni el vasi p' fi si mag 
giora su K + V con +1 IE; pe by KE;l he Altrettanto è per sa 
p' 9; Pertanto la seconda sona in (1.9) è stimata da 
ph) STILI 


C h JE; 


Quanto alla prima, osserviamo che, essendo % una funzione 


esponenziale di tipo c|e.|P e valendo la (2.1), si ha per ogni b > 0: 
bel ie pelvi pleno 

ID" v, ; <c(b) c IE; | J pun tenunto conto di bl, 
- .|1/0 

la REA somma in (1. 9) è stimata da C' c(b) n° AU liti Jo-a RaLti ; 


Le considerazioni precedenti consentono di ottenere da (1.8): 


x 1/0 _ sa 
(2.4) sup|v.|$ cc e bolE;| #e(5) hl |E; È [(m+1)p-a] eblE; 
vo) ne ) ble, aa” 
hj_-;h(m+1) -b,|&.| ©] . [c(b)e “a 
+ ch lg;l e 1] Mg A Po n To 
1/0 mt 
+ #0hj MERI [(m+1)p-a] ebl8; | + ch IE, 
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Proveremo che se o è sufficientemente grande è possibile sce- 


die leg €:11/0,1 in modo da dedurre da (3.7) che suplv.] è 
-b'|zjl! 
O(e J 


(2.4), che u € TACITO 


) per un b' > 0. Potremo allora concludere, per dii Lemma 


h(m+1) ba 1; 11/9 


Scrivendo he. | nella forma 


Ra .|1/0 
el 19gh+(m+1)h19]z;| by |&;l , siamo indotti a scegliere 


| 008] 
= aglel o” con 55  2(m+1) . 


In tal modo il termine considerato risulta oce b215;! pi 


b, > 0. Inoltre supposto E < Igle;l si ha: 


1/0 je 


h{(m+1)p-a] eb lE; 1/0+(m+1)p-a h_ ble; 


h < 
) h [A sc(b)JE,| 


«bl; 
Affinché il secondo membro riesca 0(e J ) per unb> 0, 
a - 1/0 

m+1l 
Perché deve essere p > 1/0 (Cfr. Prop. 2.2), ciò richiede che sia 


3% m+2 


]1/0, 


dendo b sufficientemente piccolo. 


occorre che sia 1, (m+1) p - a < 0. A tal fine scegliamo p < 


= 00. Supposto dunque o > %, e fissato p nell' prati. È 


a+ s Î1 secondo membro di (2.5) si rende O(e bale; 11/0 ) pren 


Concludendo, da (2.4), con le scelte fatte per h e per p, se- 


gue: 
1/0 pt 
— . 6 = 
sup|jv.|sc(e) e el |"? (e e d318;| ) (c(b) ePl5;| 
V J 
Quindi, per l'arbitrarietà di b e di e, suplv, | risulta 
sb'IE; pe, v 


ds bt = db, 0/2. 
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Il Teorema 2.1 rimane valido se si sostituisce a cl (x), 


(0) ' (0), 


6, x) 
lo spazio delle funzioni u € C°(x) tali che per ogni compatto K C X e per 
191 palato 


(X), rispettivamente 19%, x (X), avendo indicato con y 


ogni e > 0 esiste una costante Che Pe” ‘cui: sup|p® u|s cK, 


»€ n Rig 
per ogni a e N°. ve) sarà poi gi co x 909) î dualî di 
"ape yi) rispettivamente. 


Per la dimostrazione si dovranno utilizzare in luogo della Pro 


posizione 2.2 e del. Lemma 2.3 i seguenti: 


» 1[ . Esiste una partizio 


ale 


2.4. Proposizione. Sia o > 1 e pe ] 


ne dell'unità: 


:d yw,=1 in R" tale che: 
g=0 * 
i)0sy;e Peg 
ii) y,() = 1 se le - &;l s cle,l” 
p 
Cor tl eta 
y; (8) 0 se |E 5; [A 


dove te} c R" è una opportuna successione divergente e c, C sono co- 
stanti positive; 

iii) Per ogni e > 0 esiste un C(e) > 0 tale che: 
sup[D" y;| s c(e) ui lege) [alPAol a en. 


2.5 Lemma. Sia aa (R") 0 > 1. Posto ù, = y; ©, dove ty} 


è la partizione dell'unità della Proposizione 2.4, allora: 


1/0 
3 ,b> 0 
sup|u,| <c eblE;l tici 


(0) (y) 


nti c GI 
Inoltre, se Y è un sottoinsieme aperto di R_, uE y se e solo se 


per ogni compatto K CY e per ogni b > 0 esiste una costante kb tale 


che: 
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SUp u. SC 


In tal caso: 


1/0 
0) la] lal -b|E;l 
Il ul sc IE; e 


BIBLIOGRAFIA 


[1] HORMANDER L.: On the singularities of solutions of partial differential 
Equations, Comm. Pure Appl. Math., 23, (1970), 329, 358. 


{2] HORMANDER L.: On the existence and the regularity of solutions of 
linear pseudo differenzia] equations, Enseig. Math., 17, (1971), 
99, 163. 


